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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ âèä íàèáîëåå òî÷íîãî ñåìåéñòâà äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ
íîðìàëüíî-íîðìàëüíîé ìîäåëè â d -àïîñòåðèîðíîì ïîäõîäå. Óñòàíàâëèâàåòñÿ åãî àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè. Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè íàèáîëåå òî÷íîãî äîâåðèòåëüíîãî ñåìåéñòâà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íîðìàëüíî-íîðìàëüíàÿ ìîäåëü, d -àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè
îøèáîê, äîâåðèòåëüíûå äâóñòîðîííèå èíòåðâàëû.
Ââåäåíèå
àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ¾äîâåðèòåëüíîãî ìíîæåñòâà¿ äëÿ íåèç-
âåñòíîãî ïàðàìåòðà θ â ñèòóàöèè, êîãäà çíà÷åíèå θ åñòü ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ϑ ñ ïîëíîñòüþ èçâåñòíûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Îáû÷íî â òà-
êîé ñèòóàöèè ñòðîÿò òàê íàçûâàåìûå ¾áàéåñîâñêèå äîâåðèòåëüíûå ìíîæåñòâà¿ B ,
òî åñòü ìíîæåñòâà, àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ áîëüøå íåêîòîðîé èêñè-
ðîâàííîé íàäåæíîñòè 1 − α . Åñëè B èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåç, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ïðàêòèêîé, òî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî àïðè-
îðíàÿ ñðåäíÿÿ îøèáêà áóäåò íå ïðåâîñõîäèòü α . Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ
ïðèëîæåíèé ýòà õàðàêòåðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ¾îáîáùàþùåé¿ è çà÷àñòóþ íå
ìîæåò óäîâëåòâîðèòü èññëåäîâàòåëÿ. Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé
ïðîáëåìû îñíîâàí íà êëàññè÷åñêîì (îðòîäîêñàëüíîì) ïîäõîäå ê îïðåäåëåíèþ ðèñ-
êîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð. Â ýòîì ïîäõîäå äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî óñòðîåíî
òàê, ÷òî êðèòåðèé, îòâåðãàþùèé ãèïîòåçó, êîãäà (1−α)-äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî
ïîïàäàåò â îáëàñòü àëüòåðíàòèâû, áóäåò àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿòü çàäàííûì
îãðàíè÷åíèÿì α íà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà.
Â ðàáîòàõ [1, 2℄ áûëà ðàçâèòà ìåòîäîëîãèÿ d-àïîñòåðèîðíîãî ïîäõîäà, â êîòîðîì
âìåñòî êëàññè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ðàññìàòðèâàëèñü
âåðîÿòíîñòè ñïðàâåäëèâîñòè àëüòåðíàòèâû (ãèïîòåçû) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñòàòèñòè-
÷åñêèé ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èëñÿ ïðèíÿòèåì (îòâåðæåíèåì) ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçû.
Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà â ñòàòüå [2℄ áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íàèáîëåå
òî÷íûõ äîâåðèòåëüíûõ ìíîæåñòâ (íàçûâàåìûõ Á-äîâåðèòåëüíûìè), ñîãëàñîâàííûé
ñ çàäà÷åé ïðîâåðêè ãèïîòåçû. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ, êîãäà
Á-äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî íàäåæíîñòè 1−α ïîëíîñòüþ ïîïàäàåò â îáëàñòü ãèïî-
òåçû, òî âåðîÿòíîñòü d-àïîñòåðèîðíîé îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (ñðåäíÿÿ äîëÿ îøèáêè
ñðåäè ýêñïåðèìåíòîâ, çàêîí÷èâøèõñÿ ïðèíÿòèåì ãèïîòåçû) òàêîãî êðèòåðèÿ íå áó-
äåò ïðåâîñõîäèòü α. Â ýòîé æå ñòàòüå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ
ìîäåëåé ñ ìîíîòîííûì îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ âåðõíèå Á-äîâåðèòåëüíûå ãðà-
íèöû, êàê è êëàññè÷åñêèå ãðàíèöû, ìîãóò áûòü îïèñàíû ïîñðåäñòâîì åäèíñòâåííîé
ñòàòèñòèêè θ.
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ äâóñòîðîí-
íèõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ â ðàìêàõ d-àïîñòåðèîðíîãî ïîäõîäà. Îòëè÷èòåëü-
íîé îñîáåííîñòüþ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñåìåéñòâî òàêèõ èíòåðâàëîâ ïðèí-
öèïèàëüíî íå ìîæåò áûòü îïèñàíî ïàðîé ñòàòèñòèê (θ; θ) . Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà
âîçíèêàåò è ïðè ïîñòðîåíèè áàéåñîâñêèõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, îäíàêî â ýòîì
ñëó÷àå ñðåäè ìíîæåñòâà âñåõ áàéåñîâñêèõ èíòåðâàëîâ ÷àñòî ìîæíî âûáðàòü â íåêî-
òîðîì ñìûñëå ñàìûé óçêèé, íàäåæíîñòü êîòîðîãî áóäåò òàêæå ðàâíà 1 − α . Ïðè
d-àïîñòåðèîðíîì ïîäõîäå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû âèäà (θ; θ) îáëàäàþò èçáûòî÷-
íîé íàäåæíîñòüþ (â ÷àñòíîñòè, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè
íàäåæíîñòü òàêèõ èíòåðâàëîâ áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê 1).
Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ äâóñòîðîííèõ äîâåðèòåëü-
íûõ èíòåðâàëîâ äëÿ íîðìàëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè íàáëþäåíèé ñ íåèçâåñòíûì
ïàðàìåòðîì ñðåäíåãî θ è èçâåñòíîé äèñïåðñèåé σ2. àñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ϑ
òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ íîðìàëüíûì ñ èçâåñòíûìè ñðåäíèì µ è äèñïåðñèåé τ2. Äëÿ
ýòîé ìîäåëè íàõîäèòñÿ âèä Á-äîâåðèòåëüíîãî ñåìåéñòâà èíòåðâàëîâ, ìèíèìèçè-
ðóþùåãî òî÷íîñòü ñåìåéñòâà  d-àïîñòåðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè 2-ãî ðîäà.
Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè òî÷íîñòü ýòîãî ñåìåéñòâà ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, è óñòàíàâëèâàåòñÿ å¼ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Êðîìå òîãî, íàõîäèòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêèé âèä íàèáîëåå òî÷íîãî äîâåðèòåëüíîãî ñåìåéñòâà, ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàíò
ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèáîëåå òî÷íûõ ñåìåéñòâ. Àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå
áûëî ïðîâåäåíî â ñòàòüå [2℄ äëÿ âåðõíåé Á-äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöû.
1. Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê îáùåé ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâî-
äà, ïðèâåäåíû â [1℄. Çäåñü ìû ïåðåîðìóëèðóåì ýòè óòâåðæäåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî
ê çàÿâëåííîé âî ââåäåíèè íîðìàëüíî-íîðìàëüíîé ìîäåëè.
Â ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàåòñÿ âûáîðêà (X1, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íîð-
ìàëüíîé ïëîòíîñòüþ
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, x ∈ R1.
Ïàðàìåòð θ åñòü ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑ ñ íîðìàëüíîé ïëîòíîñòüþ
τ−1ϕ ((θ − µ)/τ) , ñðåäíåå çíà÷åíèå µ è äèñïåðñèÿ τ2 êîòîðîé ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíû-
ìè. Äèñïåðñèÿ âûáîðêè σ2 òàêæå èçâåñòíà. Ïîñêîëüêó â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïàðà-
ìåòðû µ, σ2, τ2 íå èãðàþò ñóùåñòâåííîé ðîëè, òî â öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ìû
áóäåì èçëàãàòü âñå ðåçóëüòàòû â ÷àñòíîì ñëó÷àå µ = 0, σ2 = 1, τ2 = 1 .
Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âûáîðî÷íûé âåêòîð ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàí äî
çíà÷åíèÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T (X1, . . . , Xn) = X =
n∑
i=1
Xi/n . Êàê èçâåñòíî,
óñëîâíîå (ïðè èêñèðîâàííîì θ ) ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñòàòèñòèêè òàêæå íîðìàëü-
íî (θ, n−1) , à áåçóñëîâíîå (àïðèîðíîå) ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíî (µ, (n + 1)/n) .
Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà (T, ϑ) áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì P .
Ñ êàæäûì âûáîðî÷íûì çíà÷åíèåì ñòàòèñòèêè T = t ñâÿæåì ñåìåéñòâî äâóñòî-
ðîííèõ èíòåðâàëîâ D(t) = {[θ1, θ2], θ1, θ2 ∈ R1} , èíòåðïðåòèðóåìîå êàê ñåìåéñòâî
èíòåðâàëîâ, êîòîðûì èññëåäîâàòåëü ìîæåò äîâåðÿòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþ-
áûõ èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé A < B ãèïîòåçà H : θ ∈ [A,B] ïðèíèìàåòñÿ òîëüêî
òîãäà, êîãäà èíòåðâàë [A,B] ïîïàäàåò â ñåìåéñòâî D .
Îïðåäåëåíèå 1. Óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü
Q(D |A,B) := P {A 6 ϑ 6 B/D(T ) ∋ [A,B]}
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êàê óíêöèþ A, B íàçîâåì íàäåæíîñòüþ ñåìåéñòâà D , à óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü
A(D |A,B) := P {A 6 ϑ 6 B/D(T ) 6∋ [A,B]}
íàçîâåì òî÷íîñòüþ ýòîãî ñåìåéñòâà.
Â ñëó÷àå, åñëè âåðîÿòíîñòü P {D(T ) ∋ [A,B]} = 0 , ìû ïîëàãàåì íàäåæíîñòü
ðàâíîé 1. Ñîîòâåòñòâåííî, òî÷íîñòü ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 0 ïðè íóëåâîé âåðîÿòíîñòè
óñëîâèÿ.
Îïðåäåëåíèå 2. Ñåìåéñòâî èíòåðâàëîâ D íàçîâåì äîâåðèòåëüíûì (óðîâíÿ
1− α), åñëè äëÿ âñåõ A < B åãî íàäåæíîñòü
Q(D |A,B) > 1− α.
Äîâåðèòåëüíîå ñåìåéñòâî D∗ íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå òî÷íûì, åñëè åãî òî÷íîñòü
A(D∗|A,B) ìèíèìàëüíà ïðè âñåõ A < B ñðåäè âñåõ äîâåðèòåëüíûõ ñåìåéñòâ D
òàêèõ, ÷òî âåðîÿòíîñòü P {D(T ) ∋ [A,B]} > 0 .
àíåå (ñì. [1℄) îäíèì èç àâòîðîâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îïòèìàëüíûé (ñ òî÷êè
çðåíèÿ d-àïîñòåðèîðíûõ îøèáîê 1-ãî è 2-ãî ðîäà) êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H : θ ∈ Θ0 îñíîâàí íà ñòàòèñòèêå
L(Θ0 |T ) = P {ϑ ∈ Θ0/T } ,
àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû H ïðè èêñèðîâàííîì çíà-
÷åíèè âåêòîðà íàáëþäåíèé T . Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì óòâåðæäåíèè, ïðåäëàãàåòñÿ
ñëåäóþùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íàèáîëåå òî÷íûõ äîâåðèòåëüíûõ ñåìåéñòâ.
Åñëè âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T = t , òî èíòåðâàë [A,B] âêëþ÷àåòñÿ
â D∗n(t) , åñëè
P {ϑ ∈ [A,B]/L( [A,B] |T ) > L( [A,B] | t)} > 1− α.
Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü ýòî ñåìåéñòâî áîëåå êîíñòðóêòèâíî, ââåäåì óíêöèþ (íà-
çûâàåìóþ â äàëüíåéøåì àïîñòåðèîðíîé íàäåæíîñòüþ)
Jn(A,B | t) :=
B∫
A
[
Φ
(√
n
(
2Zn − t− θ
))− Φ(√n(t− θ))]ϕ (θ) dθ
Φ
(
(2Zn − t)ζn
)
− Φ
(
t ζn
) , (1)
ãäå ζ2n = n/(n + 1), Zn = (A + B)/2ζ2n, Φ(·)  ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ óíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. ×òîáû óñòðàíèòü íåîïðåäåëåííîñòü â òî÷êå t = Zn , ìîæíî
ïîëîæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè (ñì. íèæå ëåììó 2)
Jn(A,B | Zn) := 1− 2Φ
(
−√n+ 1 δ
)
.
Òåîðåìà 1. Íàèáîëåå òî÷íîå ñåìåéñòâî èìååò âèä
D∗n(t) = {[A;B] : Jn(A,B | t) > 1− α}.
Íàäåæíîñòü ýòîãî ñåìåéñòâà äëÿ ëþáûõ A < B ðàâíà
Q(D∗n |A,B) = 1− α.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, à òàêæå ñëåäóþùèõ òåîðåì 2, 3 ïðèâåäåíî â [2℄.
Íàèáîëåå òî÷íîå ñåìåéñòâî ìîæåò áûòü îïèñàíî ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ ¾ãðàíè÷-
íîãî¿ ñåìåéñòâà èíòåðâàëîâ
{[A;B] : Jn(A,B | t) = 1− α}. (2)
Äîñòàòî÷íîñòü òàêîãî îïèñàíèÿ âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü θc = (A + B)/2  öåíòð èíòåðâàëà [A,B] , êîíñòàíòà
δ∗ = δ∗(θc) òàêàÿ, ÷òî
Jn(θc − δ∗, θc + δ∗ | t) = 1− α.
Òîãäà èíòåðâàë [A,B] âõîäèò â íàèáîëåå òî÷íîå ñåìåéñòâî D∗n , åñëè åãî øèðèíà
(B −A) > 2δ∗ .
Ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû δ∗ ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ (iii) ïðèâîäèìîé íèæå
ëåììû 1.
Ôóíêöèþ àïîñòåðèîðíîé íàäåæíîñòè êàê óíêöèþ ñåðåäèíû èíòåðâàëà θc =
= (A + B)/2 è åãî ïîëîâèííîé øèðèíû δ = (B − A)/2 áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå
ñèìâîëîì:
Jn(θc, δ | t) = Jn(θc − δ, θc + δ | t).
2. Ñâîéñòâà óíêöèè àïîñòåðèîðíîé íàäåæíîñòè
Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà óíêöèè àïîñòåðèîðíîé
íàäåæíîñòè Jn (äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé íàñòîÿùåãî è ñëåäóþùåãî ïóíêòîâ
ïðèâåäåíû â ï. 4).
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì å¼ êàê óíêöèþ øèðèíû èíòåðâàëà δ .
Ëåììà 1. Ïðè ëþáûõ èêñèðîâàííûõ n, θc, t
(i) Jn(θc, δ | t) åñòü íåïðåðûâíàÿ, âîçðàñòàþùàÿ óíêöèÿ δ > 0 ;
(ii) supδ Jn(θc, δ | t) = 1, infδ Jn(θc, δ | t) = 0;
(iii) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà δ∗n = δ
∗
n(θc, t) òàêàÿ, ÷òî
Jn(θc, δ
∗
n | t) = 1− α.
Â ñëåäóþùåé ëåììå óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîéñòâà Jn êàê óíêöèè ðåçóëüòàòà ñòà-
òèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà t .
Ëåììà 2. Ïðè ëþáûõ èêñèðîâàííûõ n, θc, δ óíêöèÿ Jn(θc, δ | t)
(i) ñèììåòðè÷íà ïî t îòíîñèòåëüíî òî÷êè Zn = (1 + 1/n) θc :
Jn(θc, δ | t) = Jn(θc, δ | 2Zn − t);
(ii) íåïðåðûâíà ïî t ;
(iii) âîçðàñòàåò ïðè t < Zn è óáûâàåò ïðè t > Zn ;
(iv) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè t = Zn :
max
t
Jn(θc, δ | t) = P {θc − δ 6 ϑ 6 θc + δ/T = Zn} = 1− 2Φ
(
−√n+ 1 δ
)
;
(v) min
t
Jn(θc, δ | t) = P {θc − δ 6 ϑ 6 θc + δ} = Φ(θc + δ)− Φ(θc − δ).
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Çàìåòèì, ÷òî èíòåðâàëû [A,B] , âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ íå áîëüøå 1− α :
P {A 6 ϑ 6 B} = Φ(B) − Φ(A) > 1− α,
âñåãäà (íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé) áóäóò âêëþ÷àòüñÿ â íàèáîëåå òî÷-
íîå äîâåðèòåëüíîå ñåìåéñòâî. Ïîýòîìó ìû èñêëþ÷èì òàêèå èíòåðâàëû èç íàøåãî
ðàññìîòðåíèÿ.
Òåîðåìà 3. Åñëè θc, δ òàêèå, ÷òî
Φ(θc + δ)− Φ(θc − δ) < 1− α < 1− 2Φ
(
−√n+ 1 δ
)
,
òî:
(i) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà tn = tn(θc, δ) > Zn òàêàÿ, ÷òî
Jn(θc, δ | tn) = 1− α;
(ii) èíòåðâàë [θc − δ, θc − δ] âêëþ÷àåòñÿ â íàèáîëåå òî÷íîå äîâåðèòåëüíîå ñå-
ìåéñòâî D∗n â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñòàòè-
ñòèêè T = t óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
2Zn − tn 6 t 6 tn.
Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íàèáîëåå òî÷íîãî äîâå-
ðèòåëüíîãî ñåìåéñòâà ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòèê äëÿ δ∗n è tn .
2.1. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå àïîñòåðèîðíîé íàäåæíîñòè. Êàê ïî-
êàçûâàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ äîâåðèòåëüíûõ èí-
òåðâàëîâ, íàèáîëåå òî÷íîå äîâåðèòåëüíîå ñåìåéñòâî â d-àïîñòåðèîðíîì ïîäõîäå íå
âûðîæäàåòñÿ äàæå ïðè n→∞ .
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîñòûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà.
Ëåììà 3. Ïðè ëþáûõ èêñèðîâàííûõ δ > 0, θc, t
lim
n→∞
Jn(θc, δ | t) = J∞(θc, δ | t) :=


Φ(θc + δ)− Φ(θc − δ)
|Φ(2θc − t)− Φ(t)| , åñëè t 6∈ [θc − δ; θc + δ],
1, åñëè t ∈ [θc − δ; θc + δ].
Îïðåäåëèì êîíñòàíòó 0 < δ∗ = δ∗(θc, t) < |θc − t| (î÷åâèäíî, âñåãäà ñóùåñòâóþ-
ùóþ è åäèíñòâåííóþ) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Φ(θc + δ
∗)− Φ(θc − δ∗)
|Φ(2θc − t)− Φ(t)| = 1− α,
ïîëàãàÿ δ∗ = 0 ïðè t = θc . Ñåìåéñòâî
B∗ = B∗(t) = {[θ, θ] = [θc − δ, θc + δ] : −∞ < θc <∞, δ > δ∗(θc, t)}
îáðàçóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ñåìåéñòâî äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïðè âûáîðî÷íîì
çíà÷åíèè T = t .
Íèæå (ñì. ðèñ. 1) ïðèâåä¼í ïðèìåð 95%-äîâåðèòåëüíîãî ñåìåéñòâà ïðè t = 2 .
Íà ýòîì ðèñóíêå íàêëîííàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, åñòü
ëèíèÿ ñåðåäèí èíòåðâàëîâ θc . Îêàéìëÿþùèå øòðèõ-ïóíêòèðíûå ëèíèè  ãðàíèöû
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èñ. 1. Ñåìåéñòâà 95%-äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ (T = 2, n = 10, n =∞)
èíòåðâàëîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â äîâåðèòåëüíîå ñåìåéñòâî áåç ïðîâå-
äåíèÿ íàáëþäåíèé (n = 0) . Äâå ñïëîøíûå ëèíèè  ñåìåéñòâî âåðõíèõ è íèæíèõ
ãðàíèö èíòåðâàëîâ ïðè îáúåìå âûáîðêè n = 10 , âíóòðåííèå ïóíêòèðíûå ëèíèè 
âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû àñèìïòîòè÷åñêèõ èíòåðâàëîâ (n = ∞) . Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ïîêàçàí èíòåðâàë [A,B] = [−1.1, 1.9] , ïîïàäàþùèé â îáà ñåìåéñòâà, ïî-
ñêîëüêó ïîëîâèííàÿ øèðèíà ýòîãî èíòåðâàëà δ = 1.5 ïðåâûøàåò ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿ äëÿ íàèáîëåå òî÷íîãî è àñèìïòîòè÷åñêè íàèáîëåå òî÷íîãî èíòåðâàëîâ ñ
òîé æå ñåðåäèíîé θc = 0.4 :
δ∗n = 1.434, δ
∗ = 1.444.
Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå òî÷íûé èíòåðâàë ïðè êîíå÷íîì îáúåìå âûáîðêè íå âñå-
ãäà øèðå àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåðâàëà.
Ïðèìå÷àòåëüíî òàêæå, ÷òî ïðè áåñêîíå÷íîì îáúåìå âûáîðêè, êîãäà çíà÷åíèå
ñòàòèñòèêè T , ïî-ñóùåñòâó, ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà θ , â äîâå-
ðèòåëüíîå ñåìåéñòâî ïîïàäàþò èíòåðâàëû, íå ñîäåðæàùèå ýòî èñòèííîå çíà÷åíèå.
Ýòîò àêò ñòàíîâèòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì, åñëè âçãëÿíóòü íà íåãî ñ òî÷êè çðåíèÿ
òî÷íîñòè è íàäåæíîñòè ñåìåéñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè èíòåð-
âàë [A,B] íå ïîïàäàåò â ¾ïðåäåëüíîå¿ íàèáîëåå òî÷íîå ñåìåéñòâî, òî ýòîò èíòåðâàë
àâòîìàòè÷åñêè íå áóäåò ñîäåðæàòü íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå t = θ . Ïîýòîìó
P {ϑ ∈ [A,B]/B∗ 6∋ [A,B]} 6 P {(ϑ ∈ [A,B]) ∩ (ϑ 6∈ [A,B])}
P {B∗ 6∋ [A,B]} = 0,
÷òî îæèäàåìî ïðè n =∞ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè èíòåðâàë âêëþ÷àåòñÿ â äîâåðè-
òåëüíîå ñåìåéñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò èíòåðâàë ñîäåðæèò èñòèííîå çíà÷åíèå
θ , òî íàäåæíîñòü òàêîãî ñåìåéñòâà áóäåò ðàâíà 1, òî åñòü ñåìåéñòâî èçëèøíå íà-
äåæíî.
3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà
íàèáîëåå òî÷íîãî äîâåðèòåëüíîãî ñåìåéñòâà
Èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàèáîëåå òî÷íîãî äîâåðèòåëüíîãî ñåìåéñòâà
íà÷íåì ñ óñòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îïòèìàëüíîé øèðèíû äîâåðèòåëüíîãî
èíòåðâàëà δ∗n ê åå ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ δ
∗
.
Ëåììà 4. Äëÿ ëþáûõ θc, t
lim
n→∞
δ∗n = δ
∗.
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Òåîðåìà 4.
(I) Äëÿ ëþáûõ θc 6= t òàêèõ, ÷òî
Q(θc, t) :=
(1− α)|(2θc + t)ϕ(2θc − t) + tϕ(t)|
2(ϕ(θc + δ∗) + ϕ(θc − δ∗)) 6= 0,
ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî
|δ∗n − δ∗| ≍
Q(θc, t)
n
, n→∞.
(II) Ïóñòü θc = t , òîãäà
δ∗n ≍
zα√
n
, n→∞,
ãäå zα = Φ
−1(1− α/2)  âåðõíÿÿ α
2
-êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.
Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà Q(θc, t) ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ íå áîëåå ÷åì â
äâóõ òî÷êàõ θc äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ t . Ñïåöèàëüíîå èññëåäîâàíèå äëÿ ýòèõ òî÷åê
ìû çäåñü íå ïðîâîäèì.
Êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 3, íàèáîëåå òî÷íîå ñåìåéñòâî ñîäåðæèò èíòåðâàë [θc −
−δ, θc+δ] , åñëè âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T = t óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
2Zn− tn 6 t 6 tn . Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ñåìåéñòâà. À èìåííî, ïóñòü t∗ > θc + δ  åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Φ(θc + δ)− Φ(θc − δ)
Φ(t∗)− Φ(2θc − t∗) = 1− α.
Òîãäà [θc − δ, θc + δ] ∈ B∗(t) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà 2θc − t∗ 6 t 6 t∗ .
Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáûõ θc è δ > 0 ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî
|tn − t∗| ≍ τ(θc, δ)
n
, n→∞,
ñ êîíñòàíòîé τ(θc, δ) = [t
∗ϕ(t∗)− (2θc − t∗)ϕ(2θc − t∗)]·[ϕ(t∗) + ϕ(2θc − t∗)]−1/2 .
àññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn → 0 ïðè
n→ ∞ è îïðåäåëèì ñåìåéñòâî
Bn = {[θ, θ] = [θc − δ, θc + δ] : −∞ < θc <∞, δ > δ∗ + qn}.
Êàê ïîêàçàíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå, ýòî ñåìåéñòâî àñèìïòîòè÷åñêè íàäåæíî ïðè
ëþáîì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qn . Òî÷íîñòü ýòîãî ñåìåéñòâà áóäåò ïî ïîðÿä-
êó ñîâïàäàòü ñ òî÷íîñòüþ íàèáîëåå òî÷íîãî ñåìåéñòâà ëèøü ïðè qn = cn/n , ãäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn → c0 , ïðè÷åì êîíñòàíòà c0 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ.
Òåîðåìà 6.
(I) Ñåìåéñòâî Bn àñèìïòîòè÷åñêè íàäåæíî:
lim
n→∞
Q(Bn | [A,B]) = 1− α (∀A < B).
(II) Åñëè qn = Oc
(
1
n
)
, òî äëÿ ëþáûõ A < B
0 < lim
n→∞
A(Bn | [A;B])
A(D∗n | [A;B]) <∞.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn ñõîäèòñÿ ê íóëþ ìåäëåííåå, ÷åì
1
n
,
òî òî÷íîñòü ñåìåéñòâà ïîâûøàåòñÿ, îäíàêî äîñòèãàåòñÿ ýòî, êîíå÷íî, çà ñ÷¼ò óìåíü-
øåíèÿ íàäåæíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íóëþ èíòåãðàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ âåðîÿòíîñòè îòâåðæåíèÿ
ãèïîòåçû θ ∈ [A,B] ïðè èñïîëüçîâàíèè äîâåðèòåëüíûõ ñåìåéñòâ èíòåðâàëîâ, ïî-
äîáíûõ íàèáîëåå òî÷íîìó èëè àñèìïòîòè÷åñêè íàèáîëåå òî÷íîìó ñåìåéñòâàì.
Ëåììà 5. Åñëè t > B è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn = cn/n , ãäå cn → c0 , òî
B∫
A
Φ
(√
n(θ − t− rn)
)
ϕ(θ) dθ ≍ ϕ(B)e
−c0(t−B)
√
2pi(t−B)2
e−(t−B)
2n/2
n
√
n
, n→∞.
Óòâåðæäåíèå ëåììû îñòàåòñÿ âåðíûì è äëÿ rn ≡ c0 = 0 .
4. Äîêàçàòåëüñòâà
Óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1 âïîëíå î÷åâèäíû êðîìå, ìîæåò áûòü, ñâîéñòâà (ii) , äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëèòåëü Jn åñòü âåðîÿòíîñòü
P {(ϑ ∈ [A,B]) ∩ (t 6 T 6 2Zn − t)} ,
à çíàìåíàòåëü îòëè÷àåòñÿ îò íåãî ëèøü òåì, ÷òî â êà÷åñòâå èíòåðâàëà [A,B] âçÿ-
òà âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ. Ïîýòîìó åñëè øèðèíà èíòåðâàëà δ ր ∞, òî óíêöèÿ
àïîñòåðèîðíîé íàäåæíîñòè Jn ր 1 .
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.
Ñèììåòðèÿ è íåïðåðûâíîñòü óíêöèè Jn ñðàçó ñëåäóþò èç å¼ ïðåäñòàâëåíèÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî óíêöèÿ Jn
åñòü íè ÷òî èíîå, êàê óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü (ñ L(T ) = P {ϑ ∈ [A,B]/T })
Jn(A,B | t) = P {ϑ ∈ [A,B]/L(T ) > p} (3)
ñ êîíñòàíòîé p , ðàâíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîìó çíà÷åíèþ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
L(t) = P {ϑ ∈ [A,B]/T = t} = Φ
(B −Mn
Sn
)
− Φ
(A−Mn
Sn
)
,
ãäå àïîñòåðèîðíûå ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ (ñì., íàïðèìåð, [3, . 341℄) èìåþò âèä
Mn =
t τ2 + µσ2n−1
τ2 + σ2n−1
=
t
1 + n−1
, S2n =
τ2σ2n−1
τ2 + σ2n−1
=
1
n+ 1
.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êîíå÷-
íûé èíòåðâàë åñòü óáûâàþùàÿ óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðîì ðàñïðåäåëå-
íèÿ Mn è ñåðåäèíîé èíòåðâàëà θc . Â ðàáîòå [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü (3) åñòü
âîçðàñòàþùàÿ óíêöèÿ p , ïîýòîìó ïðè t > (1 +
1
n
)θc = Zn çíà÷åíèå êîíñòàíòû
p = L([A,B] | t) áóäåò óìåíüøàòüñÿ ñ ðîñòîì t , à âìåñòå ñ íåé áóäåò óìåíüøàòüñÿ
è Jn .
Ïî ñâîéñòâó óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
P {ϑ ∈ [A,B]/L(T ) > p} = E {P {ϑ ∈ [A,B]/T }/L(T ) > p } > p.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (ñ p = L( [A,B] | t))
L(t) 6 Jn(A,B; t) 6 max
t
L(t).
Óòâåðæäåíèå (iv) ëåììû áóäåò ñëåäîâàòü èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, åñëè âûáðàòü t
òàê, ÷òîáû àïîñòåðèîðíîå ñðåäíåå ñîâïàëî ñ öåíòðîì èíòåðâàëà θc .
Óòâåðæäåíèå (v) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè t → ±∞ óíêöèÿ L(t) → 0 , à
ñîáûòèå {L(T )) > L(t) } ñòðåìèòñÿ ê äîñòîâåðíîìó ñîáûòèþ, ïîýòîìó óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü
Jn(A,B | t) = P {ϑ ∈ [A,B]/L(T ) > L(t)} t→∞−→ P {ϑ ∈ [A,B]} .

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3.
Î÷åâèäíî, çíàìåíàòåëü óíêöèè Jn
Φ
(
2Zn − t√
1 + n−1
)
− Φ
(
t√
1 + n−1
)
→ Φ(2θc − t)− Φ(t).
Ïî òåîðåìå Ëåáåãà îá îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè (ïîäûíòåãðàëüíàÿ óíêöèÿ íå
ïðåâîñõîäèò óíêöèè ϕ(x)) çàêîíåí ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïî n → ∞ â èíòåãðàëå,
îïðåäåëÿþùåì óíêöèþ Jn .
Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ óíêöèè Jn , ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé t < θc . Ïóñòü
t < θc − δ , òîãäà 2Zn − t > θc + δ (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n , òàê êàê Zn → θc ),
ïîýòîìó ïðè âñåõ θ ∈ [θc − δ, θc + δ]
Φ(
√
n(2Zn − t− θ))→ 1, Φ(
√
n(t− θ))→ 0 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëèòåëü Jn ,
θc+δ∫
θc−δ
[Φ(
√
n(2Zn − t− θ)) − Φ(
√
n(t− θ))]ϕ(θ) dθ → Φ(θc + δ)− Φ(θc − δ).
Ïóñòü òåïåðü θc − δ < t < θc , òîãäà àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
θc+δ∫
θc−δ
[Φ(
√
n(2Zn − t− θ))− Φ(
√
n(t− θ))]ϕ(θ) dθ → Φ(2θc − t)− Φ(t),
÷òî ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì äëÿ çíàìåíàòåëÿ Jn .

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 íèæíèé ïðåäåë lim
n→∞
δ∗n < δ
∗ − ε .
Òîãäà â ñèëó ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè óíêöèé Jn è J∞ ïî ïàðàìåòðó δ ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå
1− α = lim
n→∞
Jn(θc, δ
∗
n | t) 6 J∞(θc, δ∗ − ε | t) < 1− α .
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. 
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.
(I) Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn(δ) è Dn ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü óíêöèè Jn ñîîò-
âåòñòâåííî (ñì.(1)). ×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü óíêöèè J∞ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
R(δ) è D . Òîãäà êîíñòàíòû δ∗n è δ
∗
ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
Rn(δ
∗
n)− (1− α)Dn = 0, R(δ∗)− (1− α)D = 0.
Ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, ïðèìåíåííàÿ ê óíêöèè Rn(δ) , ïîçâîëÿåò
ïðåäñòàâèòü ðàñõîæäåíèå δ∗ − δ∗n â âèäå
δ∗ − δ∗n =
Rn(δ
∗)− (1− α)Dn
R′n(δ˜n)
=
(Rn(δ
∗)−R(δ∗))− (1 − α)(Dn −D)
R′n(δ˜n)
,
ãäå ïðîèçâîäíàÿ R′n(δ˜n) óíêöèè Rn âû÷èñëåíà â íåêîòîðîé ñðåäíåé òî÷êå ìåæäó
δ∗n è δ
∗
.
Ñ ó÷¼òîì ñèììåòðèè óíêöèé Jn è J∞ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé
t < θc . Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî δ˜n → δ∗ , à ïî ïîñòðîåíèþ θc− δ∗ > t , ïîýòîìó ïðè
n→∞ √
n(2Zn − t− θc ± δ˜n) =
√
n(θc ± δ˜n − t) + 2θc√
n
→ +∞,
√
n
(
t− θc ± δ˜n
)→ −∞.
Òàêèì îáðàçîì,
R′n(δ˜n) =
[
Φ
(√
n
(
2Zn − t− θc − δ˜n
))− Φ(√n(t− θc − δ˜n))]ϕ(θc + δ˜n)+
+
[
Φ
(√
n
(
2Zn − t− θc + δ˜n
))− Φ(√n(t− θc + δ˜n))]ϕ(θc − δ˜n)→
→ ϕ(θc + δ∗) + ϕ(θc − δ∗) > 0.
Ïðèìåíÿÿ õîðîøî èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [4, ñ. 196℄)
ϕ (x)
x
(
1− 1
x2
)
6 1− Φ(x) = Φ(−x) 6 ϕ (x)
x
, x > 0, (4)
ìîæíî ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ðàçíîñòü ÷èñëèòåëåé óíêöèé Rn(δ
∗) è R(δ∗) èìå-
åò ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïðè n → ∞ . Ïîýòîìó èññëåäóåìàÿ íàìè
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ
Dn −D =
[
Φ
(
2Zn − t√
1 + n−1
)
− Φ(2θc − t)
]
−
[
Φ
(
t√
1 + n−1
)
− Φ(t)
]
.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ñíîâà îðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, à òàêæå ðàçëîæåíè-
åì â ðÿä Òåéëîðà óíêöèè (1 + x)−1/2 , ïîëó÷àåì, ÷òî
Dn −D ≍ ∆
n
, n→∞,
ñ êîíñòàíòîé ∆ = ∆(θc, t) = (2θc + t)ϕ(2θc − t) + tϕ(t) .
(II) Â ñëó÷àå, êîãäà θc = t , êîíñòàíòà δ
∗ = 0 , è çíàìåíàòåëü Jn åñòü
Dn = Φ
(
t+ 2tn−1√
1 + n−1
)
− Φ
(
t√
1 + n−1
)
≍ 2t
n
ϕ(t), n→∞.
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×èñëèòåëü Jn ïîñëå çàìåíû
√
n(t− θ) = y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Rn(δ) =
1√
n
√
nδ∫
−√nδ
[
Φ
(
y +
2t√
n
)
− Φ(y)]ϕ(t− y√
n
)
dy.
Ïóñòü
√
nδn → C , òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà îá îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè
ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ÷òî äàåò ïðè n→∞ ïðåäñòàâëå-
íèå
Rn(δn) ≍ 1√
n
2t√
n
ϕ(t)
C∫
−C
ϕ(y) dy =
2t
n
ϕ(t)(2Φ(C) − 1).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè âçÿòü C = zα/2 , òî
lim
n→∞
Jn(θc, δn | t) = lim
n→∞
Rn(δn)
Dn
= (1− α) .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè, íàïðèìåð, lim
n→∞
√
nδ∗n > z
α/2(1 + ε) , òî
(1− α) = lim
n→∞
Jn (θc, δ
∗
n | t) > (2Φ(zα/2(1 + ε))− 1) > (1− α) ,
÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 5.
Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî àíàëîãè÷íî ëåììå 4 ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü tn →
→ t∗ ïðè n→∞ . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 , íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî N0 , êîíñòàíòû tn > θc + δ + ε äëÿ ëþáîãî n > N0 .
Çàïèøåì óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå êîíñòàíòû tn è t
∗
, â âèäå
1
1− α
θc+δ∫
θc−δ
[
Φ(
√
n(tn − θ))− Φ
(√
n
(
2
(
1 +
1
n
)
θc − tn − θ
))]
ϕ(θ) dθ =
= Φ
(
tn√
1 + n−1
)
− Φ
(
2(1 + n−1)θc − tn√
1 + n−1
)
,
1
1− α
θc+δ∫
θc−δ
ϕ(θ) dθ = Φ(t∗)− Φ(2θc − t∗).
Íåðàâåíñòâà (4), à òàêæå ñäåëàííîå âûøå çàìå÷àíèå, îáåñïå÷èâàþò ýêñïîíåíöèàëü-
íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê íóëþ ðàçíîñòè ëåâûõ ÷àñòåé ýòèõ óðàâíåíèé. Òàêèì
îáðàçîì, ðàçíîñòü óðàâíåíèé (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå òî÷åê t′n, tcn è q > 0)
ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê
o(e−qn) =
(
tn√
1 + n−1
− t∗
)
(ϕ(t′n) + ϕ(tcn)) + 2
(
θc + θcn
−1
√
1 + n−1
− θc
)
ϕ(tcn),
ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê t′n → t∗, tcn → 2θc − t∗. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû
ñðàçó ñëåäóåò èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä
Òåéëîðà: (
1 +
1
n
)−1/2
= 1− 1
2n
+ o
(
1
n2
)
, n→∞.

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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 5.
Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ θ 7→ B− y
n
èñêîìîå èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
In =
1
n
n(B−A)∫
0
Φ
(√
n
(
−( y
n
+ (t− B) + rn)
))
ϕ
(
B − y
n
)
dy.
Äâóñòîðîííèå íåðàâåíñòâà (4) îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü ýêâèâàëåíòíîé ïîäñòà-
íîâêè Φ(−x) ≍ x−1ϕ(x) (ïðè x→∞) â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå
In ≍ 1√
2pi n
√
n
n(B−A)∫
0
exp{−n(yn−1 + (t−B) + rn)2/2}
(yn−1 + (t−B) + rn) ϕ
(
B − y
n
)
dy =
=
exp{−n(t−B)2/2− (t−B)n rn − n r2n/2}√
2pi n
√
n
n(B−A)∫
0
e−(t−B)yHn(y) dy,
ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíêöèé
Hn(y) =
exp (−y2n−1/2) exp (−y rn)
(yn−1 + (t−B) + rn) ϕ
(
B − y
n
)
→ ϕ(B)
t−B > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàâåðøàåòñÿ òåïåðü ïðîñòûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hn(y) îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 6.
(I) Ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèå èíòåðâàëà [θc−δ, θc+δ] â ñåìåéñòâî Bn ýêâèâàëåíòíî
âêëþ÷åíèþ èíòåðâàëà [θc − δ + qn, θc + δ − qn] â ñåìåéñòâî B∗ , òî, êàê áûëî çàìå-
÷åíî ïåðåä îðìóëèðîâêîé òåîðåìû 5, ñîáûòèå {Bn ∋ [θc − δ, θc + δ]} âûïîëíÿåòñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T = t ïðèíàäëåæèò
îáëàñòè 2θc − t∗n 6 t 6 t∗n , ãäå t∗n = t∗(θc, δ − qn) . Íåïðåðûâíîñòü è ìîíîòîííîñòü
óíêöèè J∞ ïî îáîèì ïàðàìåòðàì t è δ îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü t∗n → t∗ , îòêó-
äà, âîñïîëüçîâàâøèñü ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3, íàõîäèì, ÷òî ïðè n → ∞
íàäåæíîñòü
Q(Bn | θc − δ, θc + δ)→ Φ(θc + δ)− Φ(θc − δ)
Φ(t∗)− Φ(2θc − t∗) = 1− α.
(II) Çàïèøåì ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùèå êîíñòàíòû t∗ è t∗n , â âèäå
(Φ(t∗n)− Φ(2θc − t∗n))(1 − α) = Φ(θc + δ − qn)− Φ(θc − δ + qn),
(Φ(t∗)− Φ(2θc − t∗))(1 − α) = Φ(θc + δ)− Φ(θc − δ).
Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå è ïðèìåíÿÿ îðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé,
óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ïðè n→∞
t∗n − t∗ ≍ −
ϕ(θc + δ) + ϕ(θc − δ)
(1− α)(ϕ(t∗) + ϕ(2θc − t∗)) qn.
Òàêèì îáðàçîì, êàê òî÷íîå ñåìåéñòâî D∗n (ñì. òåîðåìó 5), òàê è ñåìåéñòâî Bn
ñîäåðæàò èíòåðâàë [θc − δ, θc+ δ] òîëüêî, êîãäà çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâàì âèäà 2θc − t∗ − rn 6 T 6 t∗ + rn , ïðè÷åì äëÿ îáîèõ ñåìåéñòâ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn = Oc(n
−1) . Òî÷íîñòü ýòèõ ñåìåéñòâ äëÿ èêñèðîâàííîãî
èíòåðâàëà [θc − δ, θc + δ] ðàâíà
P {θc − δ 6 ϑ 6 θc + δ/T /∈ [2θc − t∗ − rn, t∗ + rn]} =
=
θc+δ∫
θc−δ
[
Φ
(√
n
(
θ − t∗ − rn
))
+Φ
(√
n
(
2θc − θ − t∗ − rn
))]
ϕ(θ) dθ
1−
[
Φ
(
(t∗ + rn)ζn
)
− Φ
(
(2θc − t∗ − rn)ζn
)] =
=
θc+δ∫
θc−δ
Φ
(√
n
(
θ − t∗ − rn
))(
ϕ(θ) + ϕ(2θc − θ)
)
dθ
1−
[
Φ
(
(t∗ + rn)ζn
)
− Φ
(
(2θc − t∗ − rn)ζn
)] ,
ãäå ζn = 1/
√
1 + n−1 .
Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå ëåììû 5 (ñ çàìåíîé óíêöèè ϕ(θ) íà ϕ(θ) +
+ ϕ(2θc − θ)) ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷íîñòü îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñåìåéñòâ àñèìïòî-
òè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà (ïðè n→∞) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(ϕ(θc + δ) + ϕ(θc − δ)) exp (−c0(t∗ − θc − δ))
(Φ(−t∗) + Φ(2θc − t∗)) (t∗ − θc − δ)2
exp (−(t∗ − θc − δ)2n/2)
n
√
n
,
âîçìîæíî, ñ ðàçëè÷íûìè êîíñòàíòàìè c0 . Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.

Summary
R.F. Salimov, S.V. Simushkin. Asymptotially Most Aurate Double-Side Condene
Intervals in Normal-Normal Model.
This artile presents a form of the most preise lass of ondene intervals for the normal-
normal model in d -posterior approah. It is possible to state its asymptotial behavior with
the inrease of the sample size. A way of the most asymptotially aurate ondene family
onstrution is also suggested in this artile.
Key words: normal-normal model, d -posteriory probability of errors, double-side on-
dene intervals.
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